
Journal of Thermal Analysis, Vol. 16 (1979) 433--440 

A N W E N D U N G  DER M O M E N T E N M E T H O D E  
BEI THERMOPHYSIKALISCHEN MESSUNGEN 
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(Eingegangen am 3. Mfirz, 1978) 

Moment equations have been derived for the evaluation of non-stationary thermo- 
physical measurements for determining the specific heat capacities and thermal conduc- 
tivities of solids. For specific examples the application of these equations is shown, with 
evaluation of temperature response curves of a solid in an agitated vessel for the cases 
of a step change in the surrounding gas, a rectangular thermal pulse and linear temper- 
ature rise (DTA). 

Problemstellun9 

Die Momentenmethode hat sich bei der Auswertung yon chromatographischen 
sowie adsorptionskinetisehen und -dynamischen Untersuchungen [ 1 - 3 ] ,  aber 
auch fiir die Verfolgung yon W~irmetransport-Vorgiingen in Kolonnen [4] bereits 
gut bew~ihrt. Dabei wird die Konzentration bzw. Temperatur im allgemeinen 
in der Fluidphase, z. B. in der Gasphase eines Einzelkorn- bzw. Rtihradsorbers 
[5 - 7] oder am Ausgang der Kolonne, gemessen. Bei thermophysikalischen Unter- 
suchungen ist es dagegen oft zweckm~il3iger, die Messung im Zentrum der Mel3- 
probe vorzunehmen und die erhaltenen MeBkurven mittels speziell abgeleiteter 
Momentengleichungen auszuwerten. Im folgenden werden die Momentengleichun- 
gen zur Bestimmung Yon spezifischen WSrmekapazit~iten und der W[irmeleit- 
f[ihigkeit fester K6rper abgeleitet und ihre Anwendung an einigen Beispielen 
gezeigt. 

Mathematische Behandlun9 

Wit setzen die Fouriersche W~irmeleitungsgleichung fiir den Fall einer kugel- 
f6rmigen MeBprobe an, 16sen diese mittels Laplace-Transformation ftir den Fall 
des idealen Dirac-Impulses (Methode der Greenschen Funktion) und verkniipfen 
die L6sung G (r = 0, s) dann vermittels der Faltungsoperation, die im Laplace- 
Raum einer Multiplikation entspricht, mit den realen Randbedingungen der 
jeweiligen Versuchsfiihrung: 

ass 2 aoq 
at  = a [  Or z + 7-~7-r I (1) 
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~ [ = 0 
6~r r=o  

O~(R, t) = 6(0 
Die LSsung im Laplace-Raum ist [8] 

G(r, s) = 
R sinh r 

sinh R 

bzw. ftir den Mittelpunkt der Kugel 

d ( r  = 0;  s) = 
/ s -  sinh B x / s  

sinh R 

Wir entwickeln G (0, s) in eine Potenzreihe in s und leiten diese gliedweise ab 

d(o ,  s) = 
8,/; 

3t + 5 t  + " "  

020 = lim 2(0, s) = 1 
s--->0 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

o21 = - l i m d G ( 0 ' s )  B 2 R 2 
,-~o ds - 6 - 6 a  (7) 

Die transformierte Festk6rpertemperatur im Kugelzentrum ist 

5o~ = ~7(0; s)'Og (8) 

Eine Gleichung ftir die mittlere W/irmernenge erhalten wit durch Integration 
der Festk6rpertemperatur, d.h. G1. (4), tiber den Kugelradius r: 

R 

3 ;r2G(r;s)dr = 3 [  B x / s c ~  11 (9) 
~m(S) = ~ B ~ s 

0 

B 2 s 2B ~ s 2 
= 1 - - i 5  + 31- -5 - - ""  (10) 

und damit 
m)~ 0 ~ ] 
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R 2 
m~'l = 15a (11) 

Die transformierte mittlere Festk6rpertemperatur o~m ist: 

0"-sin = G m  ' ~ g  (12) 

MeJ3einrichtun9 
Die Mel3einrichtung besteht aus einem MeSbeh~ilter, durch den ein konstanter 

Gasstrom mit dem Durchsatz l? flieBt, dessen Temperatur in bestimmter Weise 
verandert wird (Abb. 1). In diesem Beh~ilter, der eine m6glichst geringe W~irme- 
kapazit~it haben sollte, ist die Mel3probe mit einem im Zentrum befindlichen feinen 
Thermoelement angeordnet; eine zweite Mel3stelle befindet sich im Gasraum 

'l'2n I ~ 

C 

j T o  

~ , , - . -  Tg Ct) 

Abb. 1. Anordnung der Mel3probe in einem Riihrkessel 

direkt in der N~ihe der Kugeloberfl/iche. Der Gasdurchsatz ist so einzustellen, dab 
die Temperatur im Gasraum m6glichst gut der gew~ihlten Randbedingung ent- 
spricht. 

Zum Abbau yon stagnierenden Zonen sowie von an der Oberfl~iche anhaftenden 
Grenzschichten empfiehlt es sich, entweder die Probe zu drehen oder um die 
Probe herum einen schneU rotierenden Fliigelpropeller anzubringen. 
1 MeBmethode: Temperatursprung zum Beginn der Messung 

Der Gasstrom habe beim Eintritt in den MeBbeh~ilter zun/ichst die Temperatur 
T 1 und werde zum Zeitpunkt t = 0 auf T~ erh6ht oder gesenkt. Durch W~irme- 
iibergang zur MeBprobe wird die Gastemperatur am Ausgang nicht sofort den 
Wert T 2 annehmen, sondern diesen erst sp~tter erreichen. Mit 

o _ T - T ~  

ergeben sich folgende Differentialgleichungen 

dOsm , dO~ (13) 
p g C g l / ( l  --  8g) = V s P s C s - - ~ - + V g C  pgCg dt 
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bzw. nach Umformung und Transformation in den L-Raum: 

1 2 ( 1 - 0 g /  = VsK~hSOs~+ VgsO~c' (14) 
\ 1 

und mit G1. (12) 

5g = s(SVsKth ~m "~ VgSC' --}- r  (15) 

und fOr die Festk6rpertemperatur im Kugelzentrum 

5o~ = ~(o,s) s(sV~K,h~m + V~Sc' + r 

Bei der Temperaturmessung im austretenden Gasstrom gelten folgende Momen- 
tengleichungen: 

P0 = 1 (16) 

t VsKthq-Vgc '  
& - 12 (17)  

2V~ Kth &=u~ 2 + -  ? "~21 (18) 

Bei Temperaturmessung im Kugelzentrum werden folgende Momente erhalten : 

/~o = 1 (19) 

, V s Kth -}- Vg c '  (20)  
P l  = o21 + II  

* c' enth~ilt implicit die W~irmekapazit~ten des Beh~ilters und des Rfihrers. 

Bei geeigneter Gestaltung der Versuchsparameter, z.B. sehr grol3em Gas- 
durchsatz 12, wird alas 2. Glied in (20) klein gegeniiber dem ersten, so dab aus 
dem experimentellen /~ direkt 021 bestimmt werden kann. Ansonsten bestimmt 
man durch Auswertung des 1. Momentes im Gasstrom den thermischen Gleieh- 
gewiehtskoeffizienten Kth und damit die spezifische W~irmekapazitfit c s und aus 
dem 1. Moment der Messung im Kugelzentrmn und dem bekannten Wert Kta 
die Temperaturleitf~ihigkeit a und daraus wiederum 2~. 

Die Temperaturleitf~ihigkeit aus dem 2. Moment der Messung im Gasstrom zu 
bestimmen, ist im allgemeinen unzweckm~iBig, da das 2. Glied in G1. (18) meist 
klein gegeniiber dem ersten ist, so dab bei einem/~z-MeBfehler yon 10-20% die 
Leitf~ihigkeit a nur sehr ungenau abgesch~itzt werden kann. 

Die experimentelle Bestimmung der Momente geschieht naeh folgenden Glei- 
chungen 

/'2 
(" 1 T, 

, _ 1 J tdT ~ - -  ~ tAT (21) 
#1 T2_ T 1 T 2 -  T* T, 

T1 
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Zz 

1 I ( t - / 2 ~ ) 2 d T ~  1 T~ 
# 2  - T .  - T 1 ~.2 _-~ 2 (t - p ~ ) 2  A T  (22) 

�9 " T1 T1 
Bei hinreichend symmetrischen MeBkurven gelten n~iherungsweise folgende 

Beziehungen (s. Abb. 2) 
I~i ~ t(O = 0.5/ (23/ 

bzw. 
P'I ~ t(F1 = F2) (24) 

#2 ~ 1 (to,84 _ q 6 ) 2  (25) und 
a l .  

% 
1 

0.84 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

0.5 

0.16 F I ~ ~  

0 ..,= ,u~ - - 

-16"/o 

F 
i 

~ - W p -  
i 

t 

-iP 

Abb. 2. N~iherungsweise Ermittlung der Momente bei symmetrischen Sprungantwortkurven 

Wir haben Messungen dieser Art an Katalysator-Kugeln ausgefiihrt [9] und 
bei der Auswertung mittels einer analytischen N~iherung erhalten: 

a = 1.1 �9 10-acm2s -1 ___ 15~  

Mit der Momentenmethode nach GI. (20) erhalten wir: 
a = 1.45 �9 10 -acre  2 s -1 -t- 10~,  

also eine recht gute Lrbereinstimmung. 
Die spezifische W/irmekapazit/it cs haben wir aus dem ersten Moment der 

Messung im austretenden Gas nach G1. (17) bestimmt [9, 10] und haben f'tir 
2 verschiedene Katalysator-Chargen folgende Werte bestimmt: 

c s I = 0.748 J g_l K-1 / 
CslI = 0 . 7 7 7 J g _ a K _  1~___ 3 ~  

2. MeBmethode: endlicher Rechteckimpuls 

Statt einer stufenf6rmigen Temperaturerh6hung kann auch ein endlicher 
Rechteckimpuls (Abb. 3) als Eingangsst6rung angewendet werden. Bei groBen 
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Gasdurchs/itzen 12 (Diskussion siehe oben) zeigt dann die Mel3stelle im Kugel- 
zentrum einen gegentiber dem Rechteckimpuls verz6gerten und verschmierten 
Impuls; die Verz6gerungszeit entsprieht dann dem ersten Moment: 

' to (26)  pj ~ 021 + 

~0 

J 
t 

Abb. 3. Momentenauswertung bei einem Rechteckimpuls als 
Eingangssignal 

Experimentell bestimmt man p~ 

c9 

' I " #1 = t 0o~ dt ,  
L 
0 

(27) 

bei symmetrischen Peaks gilt n~iherungsweise: 
, t0  

& ~ t(Oos = max) + 2 (28) 

3. MeBmethode: linearer Temperaturanstieg (T = At) 

Diese Methode nutzt das Prinzip und die Apparatur der Differential-Thermo- 
analyse (DTA), indem die sich nach hinreichend langer Zeit einstellende station~ire 
Temperaturdifferenz zwischen Kugeloberflfiche bzw. Gasraum und dem Kugel- 
zentrum beim linearen Aufheizen der Kugel gemessen wird (Abb. 4). Das 1. 
Moment /~  ist die Zeitverz6gerung zwischen den Temperaturverl/iufen im Kugel- 
zentrum und im Gasraum. Es gilt 

rATJ 
P~ - A - ~ (29) 
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Wir  haben  diese Bezeihung bei  der  Messung  einer anderen  Charge  des gleiehen 
Ka ta lysa to r s  wie bei  Me thode  1 angewendet  und  erhielten bei  R = 0.9 cm, 

1 s -1  eine Tempera turd i f ferenz  yon  A T  17 K und  da raus  A = 

a = 1.32 �9 10 - 3 e r a  2 s -1 

in recht  guter  ~ b e r e i n s t i m m u n g  mi t  den obengenannten  Ergebnissen [11]. 

T~(r=o) 

t;( 

/ / /  

Abb. 4. Momentenauswertung bei linearem Temperaturanstieg (DTA) 
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t 

to 
V 

~(t) 
2~ 
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p 
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RI~SUM~ -- On a utilis6 la m6thode des moments  pour  d6pouiller les r6sultats des experiences 
en r6gime non-stat ionnaire afin de d&erminer la chaleur sp6cifique et la conductibilit6 ther- 
mique des corps solides. La m6thode est illustr6e h l 'aide d'exemples sp6cifiques. 

ZUSAMMENFASSUNG - -  Es wird die Anwendung der Momentenmethode zur Auswertung von 
instation~ren Versuchen zur Bestimmung der spezifischen W~irmekapazit~t und der Tempe- 
raturleitf/ihigkeit beschrieben und anhand yon eigenen Untersuchungen illustriert. 

P e3~oMe  - -  BbIBC~eHbr y p a B a e H H ~  MOMeHTOB ~tH~I o t ~ e H r a  HeCTa~J, IoHapHbIX TepMo~I'I3HReCKHX 

a 3 M e p e n ~ I ~  H p R  o n p e ~ e n e u r m  y,aeHbHO~ TenHoeMKOCTK ~ Tei~HoIIpOBO~HOCTH TBep-  

~blX TeJI. I 'Ip/,IMeHeH/4e ~TIiX ypaBHeHI,  I~  IIOKa3aHO Ha TaKHx cHeU~I~H~IeCKIJ.X n p a M e p a x  KaK O~eH-  

r a  Kpr~B/,IX T e M H e p a T y p H o r O  OTK~elKa T B e p ~ o r o  0 6 p a B r t a  a c o c y n e  c n e p e M e r ~ n B a t o R I r l M  yCTpO~-  

CTBOM B cnyqae cTyneHqaToro H3MeHeHa~ TeMHepaTypI, I o rpy~ammero  ra3a, np~MoyroHbm,lX 
rIMnym, COB H ~rme-~Horo pocTa TeMnepaTyp~,l (~TA). 
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